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INTRODUZI ONE.
TEORIA DELLO SCATTERING PER FUNZIONI AUTOMORFE DI PESO




IYl [5] Cè [6J Lax Cè P~p6 hal1l1o !.>viluppa;to '<'Yl de.llaguo la tCèo1Ua d~o !.>c.aV:VÙYlg
peJL i' Cèquaz'<'ol1Cè d~e oYldCè au:tomoJLoe !.>U,C !.> em.<.p-<-aYlo d.<. PO'<'Ylc.Mé, !.> egueYldo (m' '<'dea d.<.
FaddCè~ e Pavlov ([7] l, c.he peJL pJL.<.m'<' aveval10 po!.>to '<'11 luc.e'<' legam.<. tJia;(:aie teo1Ua
Cè i' artaU!.>.<. Mmort.<.c.a d~e OUl1z'<'ort.<. au:tomMoe.
Ne.<. due !.>uddUti .eaVOlL.<. Lax e Ph.<.iUp!.> appuc.al1o ;(:aie J:.eo1Ua peJL otieYleJLCè da urta
pM;tCè UI1 110J:.o wuR..;ta;to d.<. J:.eo1Ua de.<. numVÙ; il C.MaV:eJLCè mc.JLomoJLoO d~e !.>vùe
d.<. E.<.J.>el1!.>J:.e.<.Yl, e daU'aUM Urta nuova OOJLmuM deUa tJiac.c..<.a d.<. SdbeJLg.
IYl quuto lavoJLo !.>vilupp-<-amo .ea J:.Cè01Ua dillo !.>c.aV:VÙYlg d.<. Lax e P~p!.> pc.JL
R.' eqwu'<'ol1Cè d~e Ol1dCè automMoe d.<. puo 11, 6'<'110 a ;tMvMe R.a mabùc.e d~o !.>c.aJ:.-
tvùl1g. Cè qU-<-l1d.<. urta d.<.mo!.> tJia z.<.o 11 e dd c.MaV:eJLe mc.JLO mMoo d~ Cè !.> vùe d.<. E.<.J.> CèI1!.> J:.e.<.11
"q CèYleJLaUZzate" •
C.<. ,tYè0P0MamO d.<. u;t.<.UzzMe'<'l1 !.>Cègu.<.;(:o ;taU wul'-:ta;t:{ pc.JL otienc.JLCè UI1'aUJLa OM-
1m d~a oOfUr(u,Ca deUa tJiac.c..<.a d.<. SdbeJLg.
Abb.<.amo pJLCè oc.JL.<.;to 110 11 lL.<.c.oJLdMe :lJrUCè lCè d.<.mo!.> tJiaz'<'o rt.<. c.he 00M c.JLO urta bartaR. Cè
UJ:.CèI1!.>'<'OI1Cè dd .eavOM d.<. Lax Cè P~p!.>, mCèn;tJLCè l1~a !.>Cèc.ol1da pM;tCè abb.<.amo u;t.<.Uz-
zato il mwdo d.<.JLU;(:o d.<. paMagg'<'o aR. C.MO ubc.JLO d.<. [4J. Pc.JL R.Cè 110;taz.<.ort.<. 1L.<.gUM-
danti R.a J:.eo1Ua MtJia;(:;ta dillo !.>c.atiVÙl1g Cè pc.JL quillCè lL.<.guMdanti il C.MO Ubc.JLO
6ac.c..<.amo 1L.<.6c.JL.<.mCèn;t0 a [3] Cè [4J liMpUtivamCèn;tCè.
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n. O. Preliminari.-
Il piano di Poincaré n é il semi piano superiore:
n = {z = x+i y e et 1y > O , - 00 < X < + oo}
su esso ODera il gruppo G delle trasformazioni lineari fratte:
z
a z + b
c z + d
con Cab) e SL(2JR). Un sottogruppo discreto di SL(2JR) é SL(2,71 ); un
dominio fondamentale per SL(2,Zn é' il sottoinsieme F di n , così defi nito:
2 2F = {z = x + i y e ili -1/2 < X < 112, x + y > l}
fi g. l
la trasformazione z ~ z + -trasforma P in P; la trasformazione z ~ -l/z
- -




allorché si pensino identificatii punti P, P e Q, Q della fron
Una
risulta:
funzione u defi nita su n
se per ogni
si dice automo~6a
zeno,' e per ogni
cL<. pe.M n (n
t = (: :)
intero)
eSL(2,7l) ,
u(y z) =(C z + d)-n u(z)
Si può pensare ad una funzione automorfa di oeso n, come una funzione de-
finita sul dominio F e soddisfacente le seguenti condizioni ai bordo (c.b.):
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(ii) (axu) (l ,y) = (axu)(- l,y)
(iii) (a u) (- /1-y2,y) v(-/l=Y2,y) = (a u)(/1-y2,y)v(/r-y2,y)
x x
Si introduce il seguente prodotto scalare (,) nello spazio t delle funzioni
COO(F) (funzioni
o
c a supporto compatto) soddisfacenti le condizioni (c.b.):
(u,v) - -n-2= J u(x,y) v(x,y)y dx dy
F
L'operatore L definito da:
o
l'
222L (u) = y (a u + a u) + i n y(a u + i a u)
o x y x y
per ogni u € i, ri'sul,ta', essene simmetrico rispetto al prodotto scalare (,)
sopra defi nito.
Per motivi che apoariranno evidenti nel seguito,noi prenderemo in conside-




Con L2(F) denoteremo poi il completamento di t rispetto alla norma
II lu Il = (u ,u) ~ (per ogni u€;f;).
n.1. Spettro di L.-
Si denoti con F il sottoinsieme di F:
o
F = {(x,y) € F / y < a}
o
dove a è un numero reale > 2, e sia Fl = F - Foi un semplice calcolo, di
la seguente espressione per -(Lu,u):
(1.1 ) -(Lu,u) -n -n-l -= J {y (la ul 2 + la uI 2)-i n y (a u)u -
F x Y x
dxdy
Per ogn i U€;f, s i ponga:
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~
u(o)(u) = f u(x,y) dx Vy e [l,t<o[
-~
si noti che u(o)(y) può essere definita anche per y 2 l quando u è
nulla per 'y 2 l (o più in generale se u è definita su tutta la striscia
S = {(x,y) e nl Ixl 2l/2}).
I seguenti sottospazi di L2(F):
H2 = {ueL2(F)/u soddisfa le condizioni (c.b.) e u(o)(y) = O Vy ~ a}
soddisfa le condizioni (c.b.) eI . (u,v) = O
sono invarianti per l'azione di L; su Hl r,isulta poi -(Lu,u) ~ O eccezion
fatta per un sottospazio di dimensione finita; infatti poiché y axu e H2,
s i ha:
f y-n-l(a u) ud x d y = O
F x
e procedendo come i n [6] si ha:












Ma per a > 2 si ha (i n modo del tutto simil e al lemma 4.2. pag. 95 di [61) :









dx dy + f y-n 1a ul z dxdy +
F x
+ f y la (
F Y
l





f _ l~l2 dx dy
F Y
o
da cui introducendo l a forma quadrati ca
2
K(u) f IuI dxd= n+'L y
F Yo
si ha per un ooportuno r» O
(1.4) r K(u) - (Lu,u) I~ O





{I axu 12 + Ial 12 + -n....:~:.,,2-} dxdy
y
implica che Der ogni E > O risulta K(u) < E C (u) su qualche sottospazio di
- o
codimensione finita in Hl e quindi per il lemma 4.3. pago 97 di [6J segue che
(1.5) (Lu,u) < O
su un sottospazio di codimensione finita in Hl'
Possiamo allora enunciare i seauenti fatti Der lo spettro di Loin Hl
. n+ l 2la) ogni punto dl (-00, - (-2--) apDartiene allo spettro L{)
lb) fuori dell 'intervallo (-00,_ (n;l )2 10 soettro di Lo consiste di un numero fi
nito di autovalori di molteplicità finita.
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Cenno di dimostrazione: la) fissato
u
E
e Hl tale che:
E>O esiste
le funzioni u si oossono trovare esattamente come ne l teorema 4.1 pago 30
E
n+ l +illdi [6J, partendo nel nostro caso dalla funzione y 2 che è un'auto-
(O,~ { f- r1funzione generalizzata Der L, corrispondente all 'autovalore 'À= - .
, ,
Per la lb) basta tener presente la (1,5).
Possiamo allora aoolicare all 'operatore L considerato sullo spazio Hl '
la teoria modificata dello scattering secondo Lax e Phillips.
~.z. Equazione delle onde automorfe di peso n.
Consideriamo l'equazione delle onde automorfe di peso n:
(Z•l )
l'energia associata
Lu = u tt
è positiva su Hl eccezion fatta per un sottospazio di dimensione finita.
La disuguaglianza (1.4) suggerisce di considerare su Hl la forma quadratica:
G(u) = E(u) + r K(u) .
Denotiamo con )lG il completamento dell 'insieme dei dati f = {fl,fZ} (con
fl,fZ funzioni di Hl) rispetto alla norma:
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generato dai dati







L corrispondenti agli autovalori positi-
+
f~ ='{q., ±~. q.}






l'insieme dei dati f = {f1,f2} con f 1 appartenente al dominio di
ed f 2 apoartenente ad Hl
il sottospazio di ']( E-ortogona1e a <P
o
ILI~
~E il comn1etamento di ~~ risnetto alla norma de11 'energia.
L'operatore ,{ :) genera nello spazio ~ = <P e ~E un gruppo di
operatori unitari U(t) (unitari risnetto all'energia).
~ <>
Consideriamo inoltre gli spazi ~G 1'fG ottenuti completando rispetto alla
G-norma i sottospazi ')~ e}f' l'iniezione canonica:
o o '
-> 1«'E
risulta surgettiva ed il suo nucleo 1 ha dimensione finita e coincide con il
<>
nucleo di A considerato come operatore su 1tf'G' Inoltre A genera anche
un gruppo di operatori utt) che cresce al niù esponen,ia1mente e per cui





n.3. Riduzione del problema al caso dello spazio libero.
Cons ideri amo il seguente cambiamento di variabili sui dati {u,Ut } a sup-
porto compatto in F, null i per y .::. O e dipendenti dal solo parametro y:
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s = log Y
allora l'equazione delle onde (2.1) si scrive:
v = a2 vtt s
e l'energia E({u,ut }) nelle nuove Variabili si scrive:
(3. l )
(3.2)








= e f k
E' facile verificare che la norma di f~O) in L2(F) coincide con quella




e se f ha supporto compatto in F risulta anche:
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E(f) = [ (cr(f)) (l ) (3.5)
Seguendo (4] denotiamo con 'S l'insieme di dati f in J.l'G dipendenti solo
da y e tali che f = O se y < a, e sia
'V
J>f = U U(t)'B
t
'V
L'operatore cr si può estendere da '3 a tutto ')f e con valori in 11, nel mo
do seguente:
'V
Sia feH e t tale che U(t)f e~, allora Doniamo:
cr(f) = U(-t) cr(U(t)f) (3.6)
La (3.6) è una buona definizione infatti se f-e'B e U(t)f e ~ allora la
definizione di cr(f) data in (3.3) coincide con quella data da (3.6) per l'uni
cità della soluzione dell 'equazione delle onde nello spazio libero con dato inizia
'V
le (fissato. L'estensione a tutto Jlf avviene Der densità.
Osserviamo qui che lo spazio '3 è generato dai dati del tipo:
(~) (n+3)
{y 2 1'(y) , Y 2 1" (y)}
e (n+l) (n+3 )
{y 2 1'(y) ,-y 2 1"(y)}




(l) D10ra in avanti si useranno le notazionl 10 grassetto quando siamo nel caso
libero più precisamente nello spazio libero ID con .E si denoterà l'energia
ad esso associata, con \U(t) il gruppo ad un parametro di operatori unitari
di III ed infine con Il+ si indicheranno gli spazi di uscita ed entrata re-
lativi ad lIJ(t).
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Lemma 3.1. Se. f € XG è E-oJt:togol1a.te. a ~ oJ'.to/Ut
6e. y ~ a.
f(o) = O
2
Con l'aiuto di questo lemma la dimostrazione del seguente teorema diventa




'"K =)fG 8)1', a.Uo/Ut pe/L ognA.. À nel. wo.tve.n:te. cU A ,.t' oP!!:.
:tJUt..6 6o!U1la la pa.Ua und:a.JUa cU K -<-11 11.11 Mti:.a-<-1t6-<-e.me. eompati:.a cU
n.4. La rappresentazione per traslazioni; spazi di entrata e di uscita.-
Definiamo i seguenti spazi:
~+
~
= {f €:H/o(f) € ID }
+
~. = {f € li /o(f) e ID }
(4. l)
~+ e ~_ coincidono con gli spazi chiusi generati dai dati del tipo (3.7)
e (3.8) rispettivamente; valgono inoltre i seguenti fatti:
~+ + '"=)!f , ~ è ortogonale a+ '.P_, i no lt re J1+ '")f U(t) soddisfano le
condizioni (i}(ii}(iii) di § 2 a oag. 12 di· [6J, in quanto o risulta essere un'iso
-
metria di lf (con energia E) sullo spazio libero J-I (con energia lE) che tra-
forma 'ii) + rispettivamente in ID+
Jil'E







non sono i n :M'E proiettiamo Jt su tutto
(4.2)
G['f = f + L a. f~ + L b. f.
J J J J J J
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+E(f,f.) E(f,f.
dove a. J e b. J= =
J 2 J 2À. À.
J J
Considerazioni analoghe a qUl?lle fatte. in [4l provano che per ';P+ = Q' ~+
valgono i seguenti fatti:
~~ sono chiusi in ~E e soddisfano le condizioni (i)(ii)(iii) di § 2 a pag.12
di [6], Q: è una E-isometria iniettiva di :D+ i n ';1)' ; i no ltre+
:N' =].f'E P (4.3)
dove :»~ è lo spazio generato dai dati f e)l'l tali che A(f) è nullo in }l'E
ed x~ è il comple~en.to E-ortogonale.delle autofunzioni di Ain HE.
Risulta: ~C C U U(t) ID~
Troveremo ora le raporesentazioni per traslazione di~' e
+
vando così che U(t) ha uno soettro assolutamente continuo su











f(z) = L I f{yz) D(y) (4.4)yer r 'ro
n (a b) 'Vdove D(y) = (cz+d) se y = . f è allora un dato automorfo di peso n,
c d
sul semi Diano TI che coincide con
y ~ id allora y z t F e quindi
Im(yz) < a
f sul dominio fondamentale F: se z e F e
(4.5)
'V 'V
Per f come in (4.4) oossiamo definire a(f) secondo le formule (3.3) in
'V
quanto f è definita su tutto il semioiano, inoltre poichè -f coincide con f
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Definiamo ora per f e f come sopra:
R f =lR (cr(f))
+ +
'V




Ricordiamo che lR+ denota l'operatore: (gl,g2) + cost (3
r
gl (r) - g2(r)).
Valgono i seguenti fatti (che discendono da analoghi fatti per la rappresenta-
zione lR su ]1):
a)
s)
Il R/ Il = E(f)
R+ U(t)f = T(t) R+f
(da (3.5))
(daO.9))
y) R+ mappa ~+ su tutto lo spazio delle funzioni a quadrato sommabile con
supporto i n lR+'
Proviamo che R f = R f per f €~
+ +
(n+l)
2Se f = fy t(y),
o
t'(y)} la soluzione di (2.1) con dato iniziale




u (z,t) = y t(ye)
o
quindi Der t > O anche U(t)f
o
si annulla per y ~ a ne segue da (4.5) e (4.6)
che per t > O:
,- 'V




e y.:. a; poiché inoltreper t.:. O
una volta l'unicità della soluzione dell 'equazi~
R U(t) f = R U(t) f
+ o + o




ne delle onde gello spazio libero con valore iniziale fissato garantisce che
'"T(t) ~ f = T(t) R f
+ o + o
per ogni t > O ed s > log a, da cui si deduce che tale uguaglianza vale per ogni
s e quindi che
per f e U U(t)~
E' ovvio inoltre che vale l'uguaglianza:
'" '"IIR/ Il = E( f)
In modo analogo a (4.7) si definiscono:
R f =IR (o(f))
R f =IR (o(f))
Ricordando le espressioni di IR e IR
+
l(IR.1))(r) = - Z(orol(f)(r) - 0Z(f)(r))
l(IR1))(r) = - Z (orol(f)-r) + 0-z.(f)(-r))
ogni elemento d' €:D' si ouò scrivere:
+ +






p ,,9> , ha
+






e poiché: Il R+p Il = f( p) = O
R d' = R d
+ + + +
E' chiaro a questo punto che R+ (R_)
presentazione) per traslazione di uscita
definisce una ~'-rapDresentazione+ .
(di entrata).
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n. 5. Rappresentazione spettra1e e matrice dello scattering. -
La trasformata di Fourier di una rappresentazione per traslazioni è





( 5 . l )




per fe }t'C ( 5.2)
Vogliamo ora provare che












h l 2 -
+ = l2i z Y
rispettivamente.
Proviamo (5.3) sul sottoinsieme denso di }l" costituito dai dati f per+ C
i =
'3+quali R f è C . Ciò è sufficiente oerché è continuo. Per tali dati+ o
si ha:
-i1:!r
e . > =
'"= E( ay(fJ, T ))J dove <,> è il prodotto scalare in
2L (IR,<I:)e















*LI EF(f,(T y) D(y-))yer r Il
~
= EF(f, El· (T* y )D(y) = EF(f,e (Il))yer r Il +,n
~
in quanto la somma che definisce la serie di Eisentein converge per
in }f, eccetto per il termine dato da id (l ) infatti:(,. y=
n+l ill n+l i-+ -+ Il2 2
l y , -; Il Y n
(Il) = E . (c+d) =e /2i yer Ir + dJn+l+2 ill+,n Il Ic Z00




l + i \1
y 2
, - i Il -----0--::-;- y
Icz + dl l +2i \1
n
2 ( d) ncz +
Premettiamo alcune considerazioni sulla serie di Eisenstein.









, l \1 Y Essa converge rer I m \1 <·(n-~) ed eccetto per2
il primo termine, la serie converge nella G-norma e
(A - i\1) e = O (5.5)
nel senso delle distribuzioni 1m l ~per \1 < (n - 2); ne segue che e è C e sod
disfa puntualmente la (5.5). Inoltre dopo integrazione rispetto ad x, si ha:
(l) Il termine per y = id è comunque in HG locale, con lo stesso metodo usato in
[7J si trova g a supporto compatto in modo che E(f,e (\1» E(g,e (\1».
+n +
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[ 2 2 ( n+ l ) 2 l (o)y a - ny a + --- ey y 2 - l 2 (o)= -)J e l (5.6)
a 11 ora (o)e è della forma seguente:
n+ l( ) -2- +





Se P e P sono le proiezioni ortogonali sugli ortogona l i di ID_ e ;0+ in
N +
)l' e B è il generatore del semi gruppo z(t) = P U(t) P per t > O, allora
I + -
il risolvente di B è meromorfo nel piano complesso (teoremi 3.2 e 3.3 di [7J)
allora il lemma 4.1 e il teorema 4.2 di' [7J applicati al nostro caso ci danno il
seguente risultato: la serie di Eisenstein e si può estendere in modo mero-
morfo a tutto il piano complesso con poli al più nei -punti di -i . (spettro di B);








Inoltre lo stesso procedimento per h+ e
"




n+l + .; Jl
2
n+ l + i)J
2
Y J - i)JY
n+ l
2
f(o)()J) = costante Y







e procedendo esattamente come nel lemma 6.4 di [71 si ha f = O ovvero
(5.7)




ma tale uguaglianza vale anche per
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lIm)J>n--
- 2 quando e ()J)+,n denota la
continuazione analitica della serie di Eisenstein.
Segue da (5.8) e (5.7) che la matrice dello scattering è data proprio da
-s()J).
n
Si troverà ora un'espressione della matrice dello scattering tramite la fun-
zione r (o integrale euleriano di seconda specie) e la funzione ~ç di Riemann.
Infatti dalla serie





















da cui integrando rispetto ad x:
n+l Ì)J n+ l i
ero) (z)
-+ -+ )J 002 + y 2 f= Y L r.
c do -00
n_....:(~c:.::z~+...::.d::col..!.)~~d~x_ =
Icz + d In+l+2i)~
o
n+l i)J n+l i)J-+ -+ do)n2 2 r (cx + icy + dx= Y + y L L 0+1
c d -00 [(cx + d )2 2 ~ --y- +i)Jo + c y
o






n+ l-2~ + i)J







Un sempli~e calcolo ci dà per l'integrale
I = f
n(0+ l)
2 n+I. i)J(q +l)--Y- +
dq la seguente espressione:
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. n+ l (n-k + l) ( l n .)n r r - - - -lZ
- l n 2 2 2 2I = l: ( )2 k=o I< r (l k iz)- 2
allora procedendo come in [6J(pag. 175 e 176) si ottiene per -s (~) la seguente
n
espressione:




n-k l l n





dove ç è la funzione zeta di Riemann;
•
lç(w) = rr (---~--
n=l l_o-w
'n
con {p} successione dei numeri primi.
n
Si osservi che per n = O la (5.3) si riduce alla matrice dello scattering per
le funzioni automorfe, trovata da Lax e Phillips in [6J.
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